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I. Litteratur. 


Die ebenen Kurven dritter Ordnung, welche durch die 
unendlich fernen imaginären Kreispunkte gehen, sind wieder- 
holt untersucht. Die erste (analytische) Arbeit darüber 
stammt von Casey!) 

Schröter?) betrachtet die Kurve, für welche die ima- 
ginären Kreispunkte konjugierte Punkte sind; er geht von 
der Aufgabe aus: den Ort eines Punktes P zu finden, für 
welchen das aus den Tangenten an eine Kegelschnittschar 
gebildete Strahlensystem ein gleichseitig hyperbolisches wird, 
und gründet darauf die Küppersche Erzeugungsweise und 
eine Konstruktion vermittelst einer Schar konfokaler Kegel- 
schnitte. 

In einer zweiten Abhandlnng ?) betrachtet Schröter die 
Kurve, welche einen Doppelpunkt besitzt, und für welche 
die imaginären Kreispunkte konjugierte Punkte sind. 

Dur?ge*) konstruiert die Kurve, welche durch die 
imaginären Kreispunkte geht, mit Hilfe zweier von Eckardt 
angegebenen Sätze. (Die Sätze 2 und 9 dieser Arbeit.) 


1) „On Bieircular Quartics“. Transact of the Roy. Ir. Academy. 
Vol. 24, p. 457. 

2) Schröter, Über eine besondere Kurve dritter Ordnung. Math, 
Annal. Bd. 5, S. 50. 


3) Schröter, Die Fokale mit einem Doppelpunkt. Math. Annal. 
Bd. 5, 8. 85. 

4) Durege, Über eine leichte Konstruktion der Kurve dritter Ord- 
nung, welche durch die imaginären Kreispunkte geht. Zeitschr. f. Math. 
u. Physik. Jahrg. 14, S. 368. 
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Pelz!) giebt eine besonders einfache Konstruktion der 
Kurve, für welche die imaginären Kreispunkte konjugierte 
Punkte sind, durch zwei gleichseitig hyperbolische Strahlen- 
systeme in halbperspektivischer Lage. 

Hermes?) betrachtet (analytisch) die Fokale mit einem 
Doppelpunkt. 

Schoute?°) weist nach, wie die Resultate von Hermes 
sich den von Küpper, Pelz und Schröter gefundenen all- 
gemeinen Resultaten unterordnen lassen. 

Czuber) endlich gelangt zu einer übersicht und 
umfassenden Darstellung der Eigenschaften der durch die 
imaginären Kreispunkte gehenden Kurven durch stereo- 
graphische Projektion der sphärischen Kurve vierter Ord- 
nung. 

Die Ausführungen von Schröter, Durtge, Pelz sind syn- 
thetisch, von Schoute in der Hauptsache synthetisch. 

Die vorliegende Arbeit geht von der Betrachtung aus, 
dafs sich jede ebene Kurve dritter Ordnung, auf welcher 
die unendlich fernen imaginären Kreispunkte liegen, durch 
einen Kreisbüschel und einen dazu projektivischen Strahlen- 
büschel erzeugen lälst, und leitet daraus mit den Mitteln der 
synthetischen Geometrie die hauptsächlichsten Eigenschaften 
und die bekannten Erzeugungsweisen dieser Kurve her. 


1) Pelz, Über das Problem der Glanzpunkte. Sitzungsber. d. Wiener 
Akademie. Bd. 64 (2. Abt.), S. 730. 

2) Hermes, Über eine gewisse Kurve dritten Grades. Crelles 
Journal.2..B4.97.08. Au. 

3) Schoute, Bemerkungen anläfslich des Aufsatzes von Herrn 
OÖ. Hermes. Crelles Journal. Bd. 99, S. 98. 

4) Czuber, Die Kurven dritter und vierter Ordnung, welche durch 
die unendlich fernen Kreispunkte gehen. Zeitschr. f. Math. u. Physik, 
Bd. 82, 8, 281. 


I. Ebene Kurven dritter Ordnung, 


welche durch die unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkte gehen. 


Ein Kreisbüschel und ein zu ihm projektivischer Strahlen- 
büschel derselben Ebene erzeugen eine Kurve dritter Ord- 
nung, welche durch die Grundpunkte des Kreisbüschels und 
den Mittelpunkt des Strahlenbüschels, aufserdem durch die 
beiden imaginären Kreispunkte der Ebene hindurchgeht. 
Diese Kurve soll in den folgenden Untersuchungen mit 
C3 bezeichnet werden. Eine besondere Kurve dieser Art, 
für welche die beiden imaginären Kreispunkte konjugierte 
Punkte sind, d. h. für welche die Tangenten in den ima- 


ginären Kreispunkten sich auf der Kurve schneiden, soll 
mit Cm3 bezeichnet werden. 


l. 


Eine beliebige Kurve dritter Ordnung läfst sich auf un- 
endlich viele Weisen durch einen Büschel von Kurven 
zweiter Ordnung und einen zu ihm projektivischen Strahlen- 
büschel erzeugen. Also läfst sich eine durch die imaginären 
Kreispunkte gehende Kurve dritter Ordnung auf unendlich 
viele Weisen durch einen Kreisbüschel und einen zu ihm 
projektivischen Strahlenbüschel erzeugen. Derjenige Strahl, 
welcher dem unendlich grofsen Kreise des Kreisbüschels 
entspricht, enthält den unendlich fernen Punkt der Kurve !). 
Da es in jedem Kreisbüschel einen, aber nur einen unend- 
lich grofsen Kreis giebt, so folgt: 

1. Jede Kurve O3 enthält einen und nur einen un- 
endlich fernen Punkt. 
Dieser Punkt soll stets mit T, bezeichnet werden. 

Erzeugen ein Strahlenbüschel [T], dessen Mittelpunkt T 
ist, und ein Kreisbüschel (AB), dessen Grundpunkte A und 
B sind, die Kurve O3, so soll T der Gegenpunkt von 


1) Vgl. Czuber a..a. O., 8. 274. 
1* 
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(AB) heifsen. Der Strahl, welcher die Mittelpunkte der 
Kreise von (AB) enthält, soll die Zentrale von (AB) ge- 
nannt werden. 

Schneidet ein durch den unendlich fernen Punkt der 
Kurve gehender Strahl die Kurve in zwei Punkten T und 
U, so soll U der Mitpunkt von T heifsen, und umgekehrt. 


2, 


U sei der Mitpunkt von T einer Kurve C3. Zieht man 
durch U einen beliebigen Strahl, welcher der Kurve in X 
und Y begegne, so ist T Gegenpunkt des Büschels (X'Y); 
denn dem unendlich grofsen Kreise (XY) U des Büschels 
(XY) entspricht der Strahl |TU) des Strahlenbüschels [T], 
welcher die Kurve zum drittenmal in T, trifft. Schneidet 
ein durch T gelegter Strahl die Kurve in V und W, so ist 
U Gegenpunkt von (VW). Der Kreis (XY) V geht daher 
durch W und der Kreis (VW) X durch Y. Also folet: 

2. Ist U der Mitpunkt von T, so liegen die Punkte- 
paare, welche zwei durch T und U gehende Strahlen 
aulser T und U mit der Kurve gemein haben, auf 
einem Kreise }). 

Daraus ergiebt sich unmittelbar: 
3. Ist U der Mitpunkt von T, und zieht man durch 
T und U zwei Parallelen, welche der Kurve in den 
Punktepaaren X, Y und V, W begegnen, so haben 
die Kreisbüschel (XY) und (VW) dieselbe Zentrale. 

Figur 1 stellt eine Kurve C3 dar. U sei Mitpunkt des 
beliebigen Kurvenpunktes T. Die durch U gehende Senk- 
rechte auf dem Strahl |TU) schneide die Kurve in E und 
F. Dann ist T Gegenpunkt des Kreisbüschels (EP). Der 
Strahlenbüschel [T] läfst sich so verschieben, dafs die 
Strahlen durch die Mittelpunkte der ihnen entsprechenden 
Kreise gehen; denn die Mittelpunkte sind den Kreisen, also 
dem Büschel [T] projektiv. Zieht man zu zwei Strahlen 
von [T] durch die ihnen entsprechenden Kreismittelpunkte 


1) Vgl. Czuber a. a. O., 8. 275. — Durege a. a. O., wo dieser 
Satz als von Eckardt stammend angeführt wird. 
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die Parallelen, deren Schnittpunkt M sei, und sendet von M 
aus die Strahlen durch alle Mittelpunkte, so ist auch noch 
der Strahl |TT,| dem Strahle von [M] parallel, ‘welcher 
nach dem Mittelpunkt des unendlich grofsen Kreises von 
(EF), also nach dem unendlich fernen Punkte der Zentrale 
gı von (EF) geht. Diese beiden Strahlen aber entsprechen 
einander; also sind die projektiven Büschel [T] und [M] 
parallel. 

Ein anderer Strahl durch U habe mit der Kurve die Punkte 
G und H gemein, die Zentrale 9 von (GH) schneide g; 
im Punkte $. Der Kreis des Büschels (EF) mit dem Mittel- 
punkte £ treffe die Kurve in C und D. |CD| geht durch 
T, da T Gegenpunkt von (EF) ist. Der Kreis (GH) C, 
desssen Mittelpunkt d, sei, geht aus demselben Grunde 
durch D. Die beiden Kreise (EF) © und (GH) C gehören 
also demselben Kreisbüschel (CD) an; folglich ist |ßd,| auch 
die Zentrale von (CD). Das heifst (OD) und (GH) haben 
dieselbe Zentrale, und die Strahlen |TC) und |UG| sind 
nach (3.) parallel. Dem Strahle |TC| entspricht der Durch- 
messerstrahl |Mßl. Also ist g, senkrecht auf |Mß| in £. 
Daraus folgt: 

4. Die Zentralen aller Kreisbüschel einer Kurve C3, 
die denselben Gegenpunkt T haben, umhüllen eine 
Parabel. 

Die Parabel soll als zum Punkte T gehörig bezeichnet 
werden. Ihr Brennpunkt ist M und ihre Scheiteltangente 
die Zentrale, welche durch den unendlich fernen Punkt der 
Kurve geht. Nach (3.) ergiebt sich übrigens: 

5. Ist U der Mitpunkt von T, so gehört zu U und T 
dieselbe Parabel '). 

Vorläufig möge der Punkt T als Gegenpunkt von (EF) 
mit T,, als Gegenpunkt von (GH) mit T, bezeichnet werden. 
Der Strahlenbüschel [M] schneidet die Zentralen g, und 
und g, in perspektivischen Punktreihen aı ßı . „ a Pa... 
Der Strahl |Ma,| sei parallel mit 9, so dafs @ der unend- 
liche ferne Punkt von g, ist. Die Strahlen des Büschels 


1) Vgl. Czuber a. a. O. 8. 277. 
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[Tı] seien aı bı . „ so daß a, bi... den Kreisen des 
Büschels (EF) mit den Mittelpunkten a, fı.. entsprechen; 
ebenso seien die Strahlen az ba... von [T 3] und die Kreise von 
(GH) mit den Mittelpunkten az 2. . entsprechende Gebilde. 
Da jeder Strahl von [Tı] dem entsprechenden Strahle 
von [M] parallel ist, so erhält man den dem Strahle |Tı Tz| 
entsprechenden Durchmesserstrahl, wenn man durch M zu 
Tı T,| die Parallele zieht. Diese treffe g in ya, Der 
Kreis von (GH) mit dem Mittelpunkte ya schneide die Kurve 
in J und K. Dann ist U Gegenpunkt von (JK); also mufs 
ıJK| durch T gehen. Dem Strahle |Myz;| entsprechen die 
Strahlen |T, Tx| = cı und |T, J| = c,, Die Zentrale von 
(JK) möge gı in &ı schneiden. Dann ist nach (4.) diese 
Zentrale |&ıYa| senkrecht auf |Me,|; daher ist |Meı| 
parallel mit |T, J.. Folglich ist: 
L: (1 63) = Ze My.. 
Nun ist Z $Maı = Z Byası, 
da die Schenkel paarweise aufeinander senkrecht sind; daher 
läfst sich um &,8 My; ein Kreis beschreiben, und es ist also 


Da & My, — / Eı Pya. 


£ &ßya ist der Winkel zwischen den Zentralen gı und 
£2. Bezeichnet man ihn mit 9, so hat man Z (cıc2) = g. 
Es ist aber auch / (bı ba) = 9, denn man kann in der- 
selben Weise zeigen, dals b, parallel mit |UE| ist, wie 
nachgewiesen wurde, dafs b, parallel mit |UG| ist. Endlich 
ist auch Z/ (aıa:) = 9. Da jeder Strahl des Büschels 
[Tı ] dem entsprechenden Strahle des Büschels [M] parallel 
ist, so ist 


Tı a bı..| > Maß... 
Ferner ist T, a2 b3..| AM © Pß..|. 
Da aber MiıuuAı..\=M |»ßs..) 
so ist auch T; 3 b2..| AM laı fı.-| 
und also T, |a.bı..| A Ta abe... 


Wegen der Gleichheit der drei Winkel 
aa) ZZ bi) Z Here) 
ist daher 
T jabı... oo Te ab}... |. 


we 


Das Ergebnis lälst sich in folgender Weise aussprechen: 
6. Die Kurve C3 kann durch unendlich viele Kreis- 
büschel erzeugt werden, welche denselben Gegen- 
punkt haben. Die sämtlichen Strahlenbüschel sind 
einander kongruent und kongruent dem Strahlen- 
büschel, welcher die Zentralen perspektivisch auf- 
einander bezieht. 


3. 


Die Kurve C3 in Figur 2 sei erzeugt durch den Kreis- 
'büschel (AB) und den zu ihm projektivischen Strahlen- 
büschel [Tı]. Der unendlich grofse Kreis von (AB) schneide 
die Kurve in U,; also geht |Tı U,| durch T, Der durch 
A senkrecht auf |Tı U,| gezogene Strahl schneide die Kurve 
in C und U, Der durch U, gelegte Parallelstrahl von 
'T, U}| treffe die Kurve in T, Da dieser Strahl T, enthält, 
so ist Ta Gegenpunkt von (AC). Verschiebt man den 
Strahlenbüschel [Ta], so dafs jeder Strahl den Mittelpunkt 
des ihm entsprechenden Kreises trägt, — der Mittelpunkt 
nach der Verschiebung möge mit M, bezeichnet werden — so 
ist jeder Strahl des Büschels [T,;] dem ihm entsprechenden 
Strahle des Büschels [M;] parallel. 

Nennt man den dritten Schnittpunkt von |T; B| mit der 
Kurve D, so liegt D auf dem Kreise (AC)B, da T, Gegen- 
punkt von (AC) ist. Dieser Kreis gehört auch dem Büschel 
(AB) an; also mufs /TıC| auch durch D gehen. Der 
Mittelpunkt O des Kreises ist der Schnittpunkt der Zentralen 
g, und g, von (AB) und (AQ). 

Bezieht man die Zentralen durch [M;] perspektivisch auf- 
einander, $So entsprechen dem Strahle |M;O| die Strahlen 
IT,B| von [T;] und |T,C| von [T,]. Nun ist der Winke 
zwischen |TıC) und /T,T,| gleich dem Winkel zwischen 
gı und |MO|, wie sich ohne Schwierigkeit aus der Figur 
ergiebt. Verschiebt man also den Strahlenbüschel [T,], so 
dafs seine Strahlen durch die Mittelpunkte der ihnen ent- 
sprechenden Kreise von (AB) gehen, und bezeichnet den 
Mittelpunkt nach der Verschiebung mit M;, so mufs |M,O| 
mit |M;O| zusammenfallen, d. h. M, mufs auf |M;O| liegen. 


ee 


Der Strahl |U,C| möge die Kurve in E schneiden. 
Dann ist T, auch Gegenpunkt von (CE). Der Strahlen- 
büschel, welcher mit (CE) die Kurve hervorruft, werde mit 
[Tı]' bezeichnet. Die Zentrale g’, von (CE) treffe g, in O,. 
Verschiebt man [T,]' in der angegebenen Weise und be- 
zeichnet den neuen Mittelpunkt mit M,’, so folgt, dafs M, 
auf |IM,O,| liegen muls. 

Nun hat sich aber ergeben — (6.) —, dafs die Strahlen- 
büschel [Tı] und [T,] einem und demselben Strahlenbüschel 
kongruent sind, welcher die Zentralen von (AB) und (CE) 
perspektivisch aufeinander bezieht. Also ist My’ identisch 
mit Mı, und da dieser Punkt sowohl auf M,;O| als auch auf 
IM35O,) liegen mufs, so ist M, dieser Punkt. Er soll jetzt 
immer mit M bezeichnet werden. 

Zusammenfassend kann man sagen: 

7. Wird eine Kurve O3 erzeugt durch einen Kreisbüschel 
(XY) und einen zu ihm projektivischen Strahlen- 
büschel [Z], so ist der Strahlenbüschel [Z] einem 
Strahlenbüschel [M] kongruent, dessen Strahlen durch 
die Mittelpunkte der Kreise des Büschels (XY) 
gehen. Wie man den Kreisbüschel auch wählen 
möge, M ist stets derselbe feste Punkt. 
Der Punkt M soll Hauptpunkt der Kurve C3 heilsen !). 

Der Satz 4 läßst sich folgendermafsen vervollständigen: 

8. Die Zentralen aller Kreisbüschel einer Kurve C3, 
welche denselben Gegenpunkt haben, umhüllen eine 
Parabel, deren Brennpunkt der Hauptpunkt der 
Kurve ist, und deren Scheiteltangente durch den 
unendlich fernen Punkt der Kurve geht ?). 

Liegt eine Kurve O3 vor, so findet man den Hauptpunkt 
in folgender Weise: 

Man zieht einen beliebigen Strahl, welcher der Kurve 


1) Der Hauptpunkt wurde von Eckardt Zentrum, von anderen Mittel- 
punkt der Kurve genannt. Der Name ist nicht beibehalten, um Verwechse- 
lungen mit dem Ausdruck im Steinerschen Sinne aus dem Wege zu gehen. 

Der Hauptpunkt ist der Doppelbrennpunkt der Kurve (s. Czuber 
2. 19.0).): 

2) Vgl. Czuber a. a. O., S. 260. 
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{Figur 1) in den drei Punkten U, G und H begegne. Durch 
G und H zeichnet man einen Kreis, der die Kurve in X und 
Y schneide. Der dritte Kurvenpunkt T auf |XY| ist Gegen- 
punkt von (GH). Also enthält |TU| den unendlich fernen 
Punkt von ©3. Durch U zieht man dann den zu |TU] 
senkrechten Strahl, der die Kurve in E und F treffe. Die 
Zentralen von (EF), (GH) und (XY) seien 91, gs und g;. 
Die Senkrechte auf g im Schnittpunkte von gı und g3 und 
die Senkrechte auf g; im Schnittpunkte von gı und 9 
schneiden einander im Hauptpunkte der Kurve. 


4. 


Hier möge die Aufgabe eingeschaltet werden, die Asym- 
ptote einer Kurve C3 zu zeichnen. 

Zieht man irgend einen Kreis, welcher die Kurve 
(Figur 3) in vier Punkten B, C, D und E trifft, und durch 
irgend zwei derselben, z. B. B und C, und durch die andern 
beiden, diesmal also durch D und E, Strahlen, welche der Kurve 
in U und T begegnen mögen, so ist nach dem Satze 2 
U der Mitpunkt von T. Ein beliebiger Kreis durch U 
und T habe mit der Kurve die Punkte X und Y gemein. 
Die dritten Schnittpunkte der Strahlen |XY| und |UT| mit 
der Kurve sind also Mitpunkte voneinander. Bezeichnet 
man den Schnittpunkt von |XY| mit der Kurve mit A, so 
ist A Mitpunkt von T,, denn |UT| geht durch T,. Da 
der Verbindungsstrahl zweier Mitpunkte aufser diesen Punkten 
selbst nur noch T, mit der Kurve gemein haben kann, so 
muls der Strahl |AT,| die Kurve in T, berühren, d. h. 
Asymptote der Kurve sein. Der Schnittpunkt der Asym- 
ptote mit der Kurve soll stets mit A bezeichnet und Asym- 
ptotenpunkt der Kurve genannt werden. 
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Der durch den Asymptotenpunkt senkrecht zur Asymptote 
gelegte Strahl durchschneide die Kurve (Figur 4) in B und 
C. Da |AT,| die Kurve in T, berührt, so ist T, Gegen- 
punkt des Kreisbüschels (BO). Der Strahlenbüschel [T;] ist 
nach (7.) dem Strahlenbüschel [M] kongruent, wenn jedem 


Strahle & von [T,] der Strahl von [M] zugewiesen wird, 
welcher durch den Mittelpunkt des dem Strahle g ent- 
sprechenden Kreises von (BC) geht. Überdies sind die 
einander entsprechenden Strahlen beider Büschel einander 
parallel, und da der Strahlenbüschel [T,] ein Parallelstrahlen- 
büschel ist, dem die Asymptote angehört, so liegen alle 
Strahlen des Büschels [M] in dem Strahle MT,. D. h. 
Zentrale von (BC) ist der Strahl |MT,. 

Die Scheiteltangente der zu T, und A gehörigen Parabel 
ist deshalb der Strahl |MT,|, und ihr Brennpunkt M ist zu 
gleich ihr Scheitelpunkt. Der Tangentenbüschel dieser Parabel 
zerfällt in zwei Gruppen. Die Tangenten der ersten Gruppe 
sind die Mittelsenkrechten der durch A gehenden Sehnen. 
Sie bilden einen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkte M. 
Daraus folgt: | 

9. Je zwei Punkte X, Y der Kurve C?, die mit dem 
Asymptotenpunkte in einer Geraden liegen, haben 
vom Hauptpunkte der Kurve gleichen Abstand }). 

Auch die Umkehrung ist ohne Mühe abzuleiten: 

10. Je zwei Runkte einer Kurve C?, die vom Haupt- 
punkte gleichen Abstand haben, liegen auf einer durch 
den Asymptotenpunkt gehenden Geraden. 

Zeichnet man den Büschel konzentrischer Kreise um M, 
so schneidet jeder Kreis die Kurve O3 in zwei (reellen oder 
imaginären) Punkten, deren Verbindungslinie durch A geht. 
Der Büschel konzentrischer Kreise und der Strahlenbüschel 
[A] sind durch C3 projektivisch aufeinander bezogen. Mit- 
hin folgt: 

11. Ein Büschel konzentrischer Kreise und ein zu ihm 
projektivischer Strahlenbüschel erzeugen eine Kurve 
C3. Der Mittelpunkt des Kreisbüschels ist der 
Hauptpunkt, der Mittelpunkt des Strahlenbüschels 
der Asymptotenpunkt der Kurve ?). 

Die durch A gehenden Sehnen und die durch M gehenden 
Tangenten der ersten Gruppe bilden zwei gleichlaufende 


1) Dieser Satz wurde von Eckardt bewiesen. Vgl. Duregea.a. O. 
2) Vgl. Czuber a. a. O., S. 279. 
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kongruente Strahlenbüschel. Die Mittelpunkte der durch A 
gehenden Sehnen liegen also auf einem Kreise, welche die 
Strecke zwischen Hauptpunkt und Asymptotenpunkt zum 
Durchmesser hat }). 

Die Tangenten der zweiten Gruppe sind die Mittelsenk- 
rechten der durch T, gehenden Sehnen der Kurve O3, Sie 
bilden also einen Parallelstrahlenbüschel.e Derselbe liegt 
zum Parallelstrahlenbüschel [T,] projektivisch, denn beide 
erzeugen eine Kurve zweiter Ordnung, wie sich auf folgende 
Weise sehr leicht ergiebt: 

Die Mittelpunkte der durch T, gehenden Sehnen und 
der Punkt T, bilden ein Paar, die Endpunkte der Sehnen 
das andere Paar von vier harmonischen Punkten. Da die 
Sehnen alle durch einen Punkt der Kurve O3 gehen, so 
liegen ihre Mittelpunkte auf einer Kurve zweiter Ord- 
nung ?). 

Weil die Mittelpunkte der beiden Parallelstrahlenbüschel 
die unendlich fernen Punkte zweier zu einander recht- 
winkligen Strahlen sind, so ist dieser Kegelschnitt eine 
gleichseitige Hyperbel ?°). 

Ein durch A (Figur 4) gelegter Strahl begegne der Kurve 
in den Punkten X und Y. Trifft der Strahl |YT, die 
Kurve in T,, so ist T,ı Gegenpunkt des Büschels (AX). 
Der Schnittpunkt der Zentrale dieses Kreisbüschels mit dem 
durch M parallel zu |XY| gezogenen Strahle sei y. Der 
Kreis des Büschels (AX) mit dem Mittelpunkte y schneidet 
die Kurve in zwei Punkten B, und O,, deren Verbindungs- 
strahl durch T, führt. Y ist Gegenpunkt von (B,C}), und 
da |My| dem Strahle |XY]| parallel ist, so steht |B,C}| 
senkrecht auf der Asymptote (vgl. Art. 2). Das Lot von 
M auf |XY| habe den Fufspunkt %. Dann ist 
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1) Vgl. Czuber a. a. O., S. 278. 

2) Schröter, Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung. 
Leipzig 1888. S. 67. 

3) Vgl. Czuber a. a. O., S. 278. 


Bezeichnet man den Schnittpunkt von |AX| mit der Zentrale 
von (AX) durch a, so ist 


oA = a‘, 

also BY + oA — aß, 
d. h.oß = 4 AY 

Da aß = yM, 

so ist „yM = 4 AY. 


Nun ist yT,| die Scheiteltangente der zu T, und Y ge- 
hörigen Parabel. Darum ergiebt sich, dafs |jyTx| von M 
halb so weit entfernt ist als |T,T, von |AT,|. Das heißt: 

12. Die Scheiteltangente der zu einem Punkte T der 
Kurve C? gehörigen Parabel ist vom Hauptpunkte 
halb so weit entfernt als T von der Asymptote. 

Da die Scheiteltangente der Parabel vom Brennpunkte 
auch halb so weit entfernt ist als die Leitlinie, so kann 
man dem letzten Satze auch folgende Fassung geben: 

13. Die Leitlinie der zu einem Punkte T einer Kurve 
C3 gehörigen Parabel hat vom Hauptpunkte die- 
selbe Entfernung wie die Asymptote der Kurve 
von T. 

Es soll die durch die Mitte der Strecke AM zur 
Asymptote gezogene Parallele die Mittellinie der Kurve 
O3 genannt werden. Dann läfst sich das gewonnene Resultat 
in folgender Weise aussprechen: 

14. Jeder Punkt einer Kurve O3 und die Leitlinie der 
zu ihm gehörigen Parabel haben gleiche Entfernung 
von der Mittellinie der Kurve. 

Daraus folgt unmittelbar: 

15. Zwei Strahlen |TıT,| und |T;T,| durch die be- 
liebigen Punkte T, und T, der Kurve CO? haben 
voneinander dieselbe Entfernung wie die Leitlinien 
der zu Tı und T, gehörigen Parabeln. 

Auch eine andere Folgerung wird leicht gezogen. Auf 
einer beliebigen Kurve CO? sei T der Gegenpunkt von (XY). 
Das Lot vom Hauptpunkte auf die Zentrale von (XY) 
schneide die Zentrale in $. Die Scheiteltangente der zu T 
gehörigen Parabel mufs durch S gehen. und die Leitlinie 
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durch den Punkt D auf der Verlängerung von MS, welcher 
die Bedingung MS — SD erfüllt. D. h. 
16. Zieht man durch den Hauptpunkt M einer Kurve 
C3 die Parallele zur Sehne eines Kreisbüschels, 
dessen Grundpunkte X und Y beliebige Punkte 
der Kurve sind, so wird das Stück der Parallelen 
zwischen M und der Leitlinie der zum Gegenpunkt 
von (XY) gehörigen Parabel durch die Zentrale von 
(XY) halbiert. 


IN. Ebene Kurven dritter Ordnung, 


für welche die unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkte konjugierte Punkte sind. 


6. 

Von ganz besonderem Interesse ist diejenige Kurve C?, 
deren Hauptpunkt M auf ihr liegt. Sie soll mit On? be- 
zeichnet werden. Figur 5 stellt eine solche Kurve dar. 

Durch den Mitpunkt U des Hauptpunktes M sei der 
auf MT,| senkrechte Strahl gezogen, welcher der Kurve in 
den Punkten A und B begegnen möge. Der Gegenpunkt 
von (AB) ist M, der als solcher mit T bezeichnet werde. 
Die Kreise des Büschels (AB) sollen die Kurve in den 
Punktepaaren CD, X,Y, XgsYz etc. schneiden, und die 
Mittelpunkte dieser Kreise seien «&, «,, ag etc. 

Dann sind nach Art. 3 die Strahlenbüschel M laaıaz . .| 
und T (CX,Xz..| einander kongruent. Da überdies nach 
Art. 2 die einander entsprechenden Strahlen beider Büschel 
parallel sind und beide Büschel denselben Mittelpunkt haben, 
so muls jeder Strahl von [T] durch den Mittelpunkt des 
ihm entsprechenden Kreises gehen. Man kann also sagen: 

17. Jede Kurve C„°? kann erzeugt werden durch einen 
Kreisbüschel und einen Strahlenbüschel, dessen 
Strahlen durch die Mittelpunkte der Kreise des 
Kreisbüschels gehen !). Der Mittelpunkt des Strahlen- 


1) Vgl. Schröter, Math. Annal. V, 50. 


büschels ist der Hauptpunkt und die Zentrale des 
Kreisbüschels die Mittellinie der Kurve. 

Da |AB| auf |MT,| senkrecht steht, so ist die Zentrale 
von (AB) die Scheiteltangente der zu M gehörigen Parabel. 
Mit Hilfe des Art. 5 ergiebt sich daher: 

18. Die Scheiteltangente der zum Hauptpunkt einer 
Kurve C„° gehörigen Parabel ist die Mittellinie der 
Kurve. Die Leitlinie der Parabel ist die Asymptote 
der Kurve. 

Aus beiden Sätzen folgt eine wichtige Eigenschaft der 
Kurve Ca°: 

19. Zieht man durch den Hauptpunkt einer Kurve C„° 
einen Strahl, welcher der Kurve in noch zwei 
Punkten X und Y begegnet, so haben X und Y 
von der Mittellinie der Kurve gleiche Entfernung. 
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Ein beliebiger durch den Hauptpunkt M (Figur 6) ge- 
zogener Strahl treffe die Kurve in D und T. Der Strahl 
IDT;,| schneide die Kurve in Tı und der Strahl |IMTı| in 
D,. Dann baben nach dem vorigen Satze die vier Punkte 
D, D,, T, T, von der Mittellinie der Kurve gleiche Ent- 
fernung, und es geht |TT,| durch D,. Hat die Tangente 
der Kurve in T mit der Kurve den Punkt E gemein, so 
ist D, Gegenpunkt von (ET). Da der Strahl |TıM| den 
Punkt D, trifft, so geht der Kreis (ET)M durch T,. Be- 
trachtet man diesen Kreis als Kreis des Büschels (ET,), so 
findet man in D den zugehörigen Gegenpunkt, weil der 
Strahl |TMI, welcher die Schnittpunkte dieses Kreises mit 
der Kurve verbindet, durch D geht. Dem unendlich grofsen 
Kreise des Büschels (ET,) entspricht der Strahl |DTx des 
Büschels [D]; deshalb mufs der Schnittpunkt dieser beiden 
Elemente, |ET, und |DT,|, ein Punkt der Kurve sein. 
Dieser Schnittpunkt fällt aber mit T, zusammen; denn 
IDT,| geht durch T,. Also ist der Strahl |ET,| Tangente 
der’ Kurve: in Tı,:.d. .h. die Punkte’ T und 77 md 
konjugierte Punkte der Kurve. Es hat sich darum er- 
geben: 
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20. Zwei Punkte der Kurve C„°, welche auf ver- 
schiedenen Seiten der Mittellinie in gleichen Ab- 
ständen von ihr, aber nicht auf einem durch den 
Hauptpunkt gehenden Strahle liegen, sind konjugierte 
Punkte der Kurve !). 

Bekanntlich giebt es auf den Kurven dritter Ordnung 
drei Systeme von konjugierten Punkten. In diesen Unter- 
suchungen sollen nun unter konjugierten. Punkten immer 
nur diejenigen verstanden werden, welche gleichen Abstand 
von der Mittellinie haben. 

Da jeder Punkt einer Kurve O3 und die Leitlinie der 
zu ihm gehörigen Parabel von der Mittellinie dieselbe Ent- 
fernung haben, so folgt für die Kurve Cn?: 

21. Die Leitlinie der zu einem Punkte X der Kurve 
C„° gehörigen Parabel geht durch den konjugierten 
Punkt von X. 
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Da nach Satz 10 der Verbindungsstrahl zweier vom 
Hauptpunkte gleichweit entfernten Punkte einer Kurve CO? 
durch den Asymptotenpunkt geht, so muls die Tangente im 
Hauptpunkte einer Kurve O„? dieselbe Eigenschaft haben. 
Also sind der unendlich ferne Punkt T, und der Haupt- 
punkt M einer Kurve C„? konjugierte Punkte. 

Nimmt man nun an, die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte O und O, seien konjugierte Punkte von Cum, 
so ergiebt sich Folgendes: 

Die unendlich ferne Gerade |OO,| schneidet die Kurve 
in T, Die veränderliche Verbindungslinie zweier konju- 
gierten Punkte X und X, treffe |OO\,| in einem veränder- 
lichen Punkte Y, Sucht man zu Yx auf |XX, in Bezie- 
hung auf X und X, den vierten harmonischen Punkt, so 
liegen alle so erhaltenen Punkte auf einer Geraden, die durch 
T, geht und die Kurve selbst in konjugierten Punkten schnei- 
det2). Für die Kurve C„° hat aber die Mittellinie die 


DENE Schoute ad U. Att..ı6, 
2) Vgl. Schröter, Theorie d. eb. Kurven II. O., S. 10. 
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Eigenschaft, alle Punkte zu enthalten, die in Beziehung auf X 
und X, zu Y, die vierten harmonischen Punkte sind. Also: 
22. Für die Kurve C„° sind die unendlich fernen ima- 
ginären Kreispunkte konjugierte Punkte. 
Zugleich ergiebt sich hier: 
23. Die Mittellinie einer Kurve C„° schneidet die Kurve 
in konjugierten (reellen oder imaginären) Punkten. 
Es folgt das übrigens auch daraus, dafs die beiden Schnitt- 
punkte von der Mittellinie gleichen Abstand, nämlich null, 
haben und im allgemeinen nicht auf einem durch den Haupt- 
punkt gehenden Strahle liegen können, da die Mittellinie 
noch den Punkt T,, also schon drei Punkte enthält. 


9. 


Figur 7 giebt eine C„°, deren Mittellinie die Kurve in 
den Punkten P und P, schneidet. |PP,| geht durch den 
unendlich fernen Punkt der Kurve, also ist der Asymptoten- 
punkt A Gegenpunkt zum Kreisbüschel (PP,),. Legt man 
durch P und P, einen Kreis, so haben die beiden Schnitt- 
punkte, deren Verbindungsstrahl durch A geht, dieselbe Ent- 
fernung vom Hauptpunkte M (Satz 10). 

Dem Kreise (PP,) M mit dem Mittelpunkte u entspricht 
der Strahl JAM| = m des Büschels [A], und m berührt den 
Kreis in M. Der Strahl m ist also die Polare des Punktes 
M in Beziehung auf den Kreis (PP,) M. Nennt man nun 
O den gemeinschaftlichen Punkt von |PP,| und |MA|, so ist 


Öl: — OP. OB, 
und, da OM — ON 
auch OA? — OP. OP.. 


Also berührt m auch den Kreis (PP,)A mit dem Mittel- 
punkte a, und zwar in A. Der diesem Kreise entsprechende 
Strahl a des Büschels [A] schneidet den Kreis in zwei 
Punkten X und Y, von denen Y mit A zusammenfällt, wäh- 
rend X von M dieselbe Entfernung hat wie A. Also ist a 
die Polare des Punktes M in Beziehung auf den Kreis (PP,)A.. 
Da die Polaren eines Punktes rücksichtlich der Kegelschnitte 
eines Kegelschnittbüschels durch einen Punkt gehen, so folgt: 
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24. Die Polaren des Hauptpunktes einer Kurve C„? 
in Beziehung auf die Kreise des Kreisbüschels, 
dessen Grundpunkte die beiden im Endlichen lie- 
genden Schnittpunkte der Mittellinie mit der Kurve 
sind, gehen durch den Asymptotenpunkt der Kurve. 

Die Polare des Hauptpunktes in Beziehung auf den un- 
endlich grolsen Kreis (PP,)T,, dessen Mittelpunkt z, sei, 
ist der Strahl |JAT,| = t. Dieser Strahl des Büschels [A] 
entspricht aber auch dem unendlich grofsen Kreis des Bü- 
schels (PP,). Die Polaren a, m und t sind senkrecht auf 
den Durchmesserstrahlen |M«|, |Mau| und |Mz,. Weist man 
jedem Strahle des Durchmesserbüschels [M] die auf ihm senk- 
rechte Polare zu, so ist der Strahlenbüschel [M] dem Po- 
larenbüschel kongruent. Der Strahlenbüschel [A], welcher 
mit (PP,) die Kurve erzeugt, ist aber nach (7.) dem Strahlen- 
büschel [M] kongruent. Folglich ist auch der Polarenbüschel 
mit dem Mittelpunkte A dem Büschel [A] kongruent, und 
da einander entsprechende.Strahlen beider Büschel sich decken, 
nämlich in a, m und t, so ist der Strahlenbüschel [A] der 
Polarenbüschel von M. D. h. 

25. Schneidet ein Kreis des Büschels (PP,), wo P und 
P, die beiden im Endlichen befindlichen Schnitt- 
punkte der Mittellinie mit der Kurve C„? sind, die 
Kurve in den Punkten X und Y, so sind die Strah- 
len |IMX| und |IMY| Tangenten des Kreises. 

Daraus ergiebt sich eine sehr einfache Methode die Kurve 
C„° zu konstruieren: 

26. Zieht man von einem Punkte M aus die Tangenten 
an die Kreise eines Kreisbüschels, so erfüllen die Be- 
rührungspunkte eine Kurve C„3, deren Hauptpunkt 
M, deren Mittellinie die Sehne des Kreisbüschels ist. 


10. 


Ein Strahl durch den Hauptpunkt M (Figur 8) schneide 
die Kurve in den Punkten P und @. Trifft der Strahl 
|QT,|; die Kurve in P,, so ist P, der zu P konjugierte 
Punkt, denn diese beiden Punkte liegen auf verschiedenen 
durch M gehenden Strahlen und sind gleichweit von der 
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Mittellinie entfernt. P, ist Gegenpunkt des Kreisbüschels 
(MP). Der Strahlenbüschel [Pı] ist nach dem Satze 7 dem 
Durchmesserbüschel [M] kongruent; dieser aber ist dem 
Büschel von Tangenten kongruent, welche in M die Kreise 
von (MP) berühren, denn die entsprechenden Strahlen beider 
Büschel stehen aufeinander senkrecht. Also ist der Strahlen- 
büschel |Pı] dem Tangentenbüschel |M| kongruent. Daraus 
folgt: | 
27. Ein Kreisbüschel (MP) und ein Strahlenbüschel [P], 
welcher dem Tangentenbüschel in einem der Grund- 
punkte, M, kongruent ist, erzeugen eine Kurve O„°. 
M ist der Hauptpunkt der Kurve; der andere Grund- 
punkt P und der Mittelpunkt P, des Strahlenbüschels 
sind konjugierte Punkte der Kurve. Dieselbe Kurve 

wird erzeugt durch die Büschel (MP,) und [P\. 
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Um die von einem Punkte T einer beliebigen Kurve 
dritter Ordnung ausgehenden Tangenten zu konstruieren, zieht 
man durch T Strahlen, deren jeder der Kurve noch in einem 
Punktepaare begegnet, und bestimmt auf jedem Strahle zu 
T den zugeordneten vierten harmonischen Punkt rücksicht- 
lich des Punktepaares; die erhaltenen Punkte liegen auf einem 
Kegelschnitt, welcher durch die Berührungspunkte der Tan- 
genten geht und die Kurve in T berührt ?). 

Noch auf einem anderen Wege ?) kann man die Berüh- 
rungspunkte der von einem Punkte T einer Kurve dritter 
Ordnung ausgehenden Tangenten finden, und dieser gestaltet 
sich für die Kurven U? zu einem besonders einfachen. 

A, B, C und D seien die Grundpunkte eines Kegel- 
schnittbüschels, welcher mit einem zu ihm projektivischen 
Strahlenbüschel [T] eine beliebige Kurve dritter Ordnung 
erzeugt. Jeder Strahl des Büschels [T] schneidet seinen 
Kegelschnitt in zwei Punkten der Kurve; die Strahlen aber, 
welche ihre Kegelschnitte berühren, sind Tangenten der Kurve. 


1) Schroter, Eb. K.TIE 0.9.67 
2) Vol. Schroters Ep. RK. IR O2 BT: 
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Zieht man also von T aus die Tangenten an die Kegel- 
schnitte, so geht der Ort der Berührungspunkte, welcher 
auch eine Kurve dritter Ordnung ist !), durch die gesuchten 
Berührungspunkte. 

Daraus ergiebt sich für die Kurven C? folgende einfache 
Konstruktion der Tangenten aus einem Kurvenpunkte T: 
Man zieht durch T (Figur 9) den Strahl |TT, und durch 
den dritten Kurvenpunkt U desselben einen beliebigen Strahl, 
welcher die Kurve OÖ? in E und F treffen möge. Dann ist 
T Gegenpunkt des Kreisbüschels (EF). Die Berührungs- 
punkte der Tangenten von T an die Kreise dieses Kreis- 
büschels erfüllen nach (26.) eine Kurve C„°, welche durch 
die Berührungspunkte B, B,, © und C, der Tangenten hin- 
durchgeht. Man kann also sagen: 

28. Die Berührungspunkte der Tangenten aus einem 
Punkte T einer Kurve O? liegen auf einer Kurve 
C„n°, deren Hauptpunkt T ist. 


Um die Tangente in einem Punkte P einer Kurve C® 
zu konstruieren, verfährt man folgendermalfsen: 

Man zeichnet durch P (Figur 10) irgend einen Kreis, wel- 
cher die Kurve in drei weiteren Punkten B, C und D 
schneidet. Nimmt man D und P als Grundpunkte des die 
Kurve erzeugenden Kreisbüschels, so ist der dritte Schnitt- 
punkt T von ‚BC mit der Kurve Gegenpunkt von (DP). 

Der dem Strahle |TP| entsprechende Kreis ist durch 
D, P und den dritten Kurvenpunkt A auf |TP' bestimmt. 
Dieser Kreis berührt die Kurve in P. Die Tangente dieses 
Kreises in P ist also auch Tangente der Kurve O3 in P. 


12. 
Die Kurve C„° in Figur ı1 sei der Ort der Durch- 
schnittspunkte des Kreisbüschels (PP,) und des Durchmesser- 


büschels [Ml. M ist der Hauptpunkt, und P und P, sind 
konjugierte Punkte der Kurve. Trifft der Kreis (PP,)M die 


1) Vgl. auch Bobeck, Einleitung in die projektivische Geometrie 
der Kegelschnitte. Leipzig 1897. S. 186. 
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Kurve zum viertenmale in A, so ist |MA| Tangente der 
Kurve in M und A also Asymptotenpunkt. Der Strahl 
IMT,| schneidet die Kurve und zugleich den unendlich gro- 
[sen Kreis des Büschels (PP,) in A,, dem zu A konjugier- 
ten Punkte. Da die Punkte A, P, Pı und M demselben 
Kreise angehören, so ist 
ZAMP NZ ARE 
Ferner ist ZAAMP, = ZAP})P, 
da die Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen. 
Also ist ZAMP = ZA,MP.. 
Daher ist das Strahlensystem des Hauptpunktes, dessen Strah- 
lenpaare die Kurve in konjugierten Punkten durchdringen, 
gleichseitig hyperbolisch. 
Zieht man |PıT, und |P,M|, so erhält man auf der 
Kurve die konjugierten Punkte B und B,. Da 
EB\,PEB—= ZAMER SS FAARSD 
so ist auch das Strahlensystem des Punktes P gleichseitig 
hyperbolisch, und dasselbe gilt vom Strahlensysteme des 
Punktes P,. Die beiden Strahlensysteme befinden sich aber 
in halbperspektivischer Lage !). Also folgt: 
29. Zwei gleichseitig hyperbolische Strahlensysteme in 
halbperspektivischer Lage erzeugen eine Kurve C„? 2). 
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Von den allgemeinen Kurven dritter Ordnung giebt es- 
drei einzügige und fünf zweizügige Gestalten). Da nun 
sowohl unter den einzügigen als auch unter den zweizügigen 
nur eine Form mit einem unendlich fernen Punkt vor- 
kommt, so kann eine Kurve C?3 nur in zwei Gestalten auf- 
treten: sie kann erscheinen als elliptische Serpentine oder 
als elliptische Serpentine mit elliptischem Oval. 

Eine Kurve C„3, welche die Berührungspunkte eines: 
Systemes [M] von Tangenten an die Kreise eines Büschels 
(PP,) enthält ®), ist eine einzügige Kurve. Denn die Strah- 


1) Vgl. Schröter, Eb. K. III. O., S. 14. 
2) Vgl. Schröter, Math. Ann. V, 50. 
3) Schröter, Eb..K.11.:0.,8 17 

4) Vgl. Art. 9. 
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len des Systemes [M] werden im allgemeinen von den Krei- 
sen des Büschels (PP,) in Punktepaaren eines hyperboli- 
schen Punktsystemes geschnitten, nur die Strahlen |[MP| und 
IMP,| tragen parabolische Punktsysteme; also sind |MP| 
und |IMP,| Tangenten der Kurve, und dies sind die ein- 
zigen Tangenten, welche von M aus gezogen werden können. 
Die Kurve ist daher einzügig. Da die Doppelelemente der 
Punktsysteme auf den Tangenten des Systemes [M], welche 
Punkte der Kurve sind, gleichen Abstand von |PP,| haben, 
so ist |PP,| die Mittellinie der Kurve. 

Eine Kurve C„°, die das Erzeugnis eines Kreisbüschels 
(BB,) und eines Durchmesserbüschels [M] ist !), ist eine 
zweizügige Kurve. Denn kein Strahl von [M]| kann zwei 
zusammenfallende Punkte der Kurve enthalten; also giebt 
es von M aus keine Tangenten an die Kurve, was die Zwei- 
zügigkeit bestimmt. Da jeder Strahl durch M die Kurve 
in zwei Punkten schneidet, die von der Mittellinie gleichen 
Abstand haben, so mufs einer der beiden Punkte mit M auf 
derselben Seite der Mittellinie liegen. D. h. 

30. Der Hauptpunkt einer zweizügigen Kurve O„ liegt 
auf dem paaren Zuge der Kurve; die Mittellinie 
schneidet die Kurve nicht. 

Zwischen der einzügigen und der zweizügigen Kurve C„° 
bildet diejenige Kurve den Übergang, bei welcher die bei- 
den Punkte der Mittellinie zusammenfallen. Die Kurve muß 
in diesem Falle einen Doppelpunkt haben. Diese Kurve ?) 
soll mit C,°? bezeichnet werden. Sie entsteht bei beiden 
Konstruktionsarten, wenn die Grundpunkte des erzeugenden 
Kreisbüschels zusammenfallen. 

Diesen Übergang veranschaulicht ein Büschel von Kur- 
ven C„°, die denselben Hauptpunkt M haben, und für welche 
zwei feste Punkte P und P, konjugierte Punkte sind. Die 
Betrachtung dieses Büschels liefert auch eine Bedingung da- 
für, wann eine Kurve C„? einzügig oder zweizügig wird, 
oder wann sie einen Doppelpunkt enthält. 


1) Vol. Art. 6: | 
2) Vgl. Schröter, Math. Ann. VI, 85. 
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Der Kreisbüschel (MP) erzeugt mit dem nach P, ver- 
schobenen Tangentenbüschel in M eine Kurve („°?Y). M 
ist der Hauptpunkt, P und P, sind konjugierte Punkte der 
Kurve. Diese Punkte behalten ihre Eigenschaft, wenn man 
den in sich festen Strahlenbüschel um P, dreht. Die Mittel- 
linie jeder dieser Kurven mufs durch den Mittelpunkt u der 
Strecke PP, gehen, denn sie hat von P und P, gleichen 
Abstand. Hat also der Strahlenbüschel [P,| eine volle Dre- 
hung gemacht, so muls die Mittellinie einen Strahlenbüschel 
erster Ordnung mit dem Mittelpunkte u beschrieben haben. 
Von derselben Mächtigkeit wie dieser Strahlenbüschel ist 
auch der Büschel der Kurven dritter Ordnung mit den 
Grundpunkten M, P und P,. Da das Strahlensystem [M], 
dessen Strahlenpaare durch die konjugierten Punkte der 
Kurve gehen, gleichseitig hyperbolisch ist 2), so müssen die 
Doppelpunkte der in dem Büschel enthaltenen Kurven Ca? 
auf dem Strahle liegen, welcher den Winkel PMP, halbiert. 
Solche Doppelpunkte sind diejenigen Punkte dieser Hal- 
bierungslinie, in welchen Kreise des Büschels (MP) von den 
ihnen entsprechenden Strahlen des Büschels [P,] berührt wer- 
den. Um sie zu finden, zieht man an die Kreise des Bü- 
schels (MP) die Tangenten aus P,. Die Berührungspunkte der- 
selben erfüllen eine Kurve C„? ?), und die Schnittpunkte dieser 
Kurve mit der Halbierungslinie des Winkels PMP, sind die 
Doppelpunkte der im Büschel der Kurven C„? vorkommen- 
den Kurven C,?. Der Ort der Berührungspunkte der an 
die Kreise des Büschels (MP) aus P, gelegten Tangenten 
schneidet die Halbierungslinie des Winkels PMP, aufser in 
M noch in zwei Punkten, welche mit G und H bezeichnet 
werden sollen. Da aber eine Kurve O,? nicht beide Doppel- 
punkte enthalten kann *), weil sonst auf |GH| vier Punkte 
derselben Kurve liegen würden, so müssen in dem Büschel 
der Kurven C„° zwei Kurven C,? vorkommen. 


1) Vgl. Art. 10. 

2). Val. Art. 12. 

3) Vgl. Art. 9. 

4) Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die Kurve in einen 
Kreis und eine Gerade zerfällt. 
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Für sämtliche Kurven des Büschels ist P Gegenpunkt 
des Kreisbüschels (MP,). Zieht man daher von P aus die 
Tangenten an die Kreise des Büschels (MP,), so schneidet 
die Kurve C„°?, welche die Berührungspunkte enthält, die 
Halbierungslinie des Winkels PMP, auch in den Punkten 
G und H. Es ergiebt sich also folgender Satz (Figur 12): 

31. Die Kurve C„°, deren Hauptpunkt P und deren 
Mittellinie |MP, ist, und die Kurve C„°, deren 
Hauptpunkt P, und deren Mittellinie |MP| ist, schnei- 
den sich aufser in M, P und P, noch in zwei Punk- 
ten Gund H. Diese beiden Punkte sind die Doppel- 
punkte der beiden Kurven CO ,?, welche in dem Büschel 
von Kurven C„? vorkommen, für welche M der 
Hauptpunkt und P und P, konjugierte Punkte sind. 

Nach dem Satze 28 berühren |PG| und |PH) diejenige 
der beiden Kurven, deren Hauptpunkt P, ist, und ‚P,G| 
und |P,H| berühren die andere Kurve, deren Hauptpunkt 
P ist. Für beide Kurven sind also & und H konjugierte 
Punkte; beide Punkte haben also von der Mittellinie | PM) 
und von der Mittellinie |P,M| dieselbe Entfernung. Dieses 
Resultat läfst sich so aussprechen: 

32. Die im Büschel der Kurven C„? mit den Grund- 
punkten M, P und P, vorkommenden Doppelpunkte 
liegen auf der Winkelhalbierenden des Winkels 
PM P, in gleichen Abständen von M!). 

Für die Kurven C,?, deren Doppelpunkte @ und H 
sind, sind |Gu| und |H«| die Mittellinien. Durch diese 
Mittellinien wird die Ebene in zwei Winkelräume geteilt, 
deren einer die Punkte P und Pı enthält. Die Kurve mit 
dem Hauptpunkte M, deren Mittellinie |PP,| ist, wird er- 
zeugt durch den Kreisbüschel (PP,) und das Tangenten- 
system [M]. Diese Kurve hat |MP| und |MP,| zu Tangenten; 
sie ist also einzügig. Daher folgt: 


1) Übrigens lassen sich die Punkte G und H mit elementaren Mitteln 
finden. Man sucht zu dem Zwecke die beiden Punkte, welche die 
Eigenschaft haben, dafs die Tangenten von P und P, an Kreise der 
Büschel (MP,) und (MP) denselben Berührungspunkt haben. Auch dabei 
ergiebt sich, dafs die beiden Punkte von M gleiche Abstände haben. 
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33. So lange bei der Drehung des in sich festen Strahlen- 
büschels [P,] die Mittellinie in dem Winkelraume 
liegt, welcher die Punkte P und P, enthält, ist die 
Kurve C„° des Büschels [MPP;] einzügig. Geht 
die Mittellinie durch den anderen Winkelraum, so 
ist die Kurve zweizügig. 

M liegt mit P und P, in demselben Winkelraum, denn 
die Mittellinie |Mu| schneidet die zugehörige Kurve in zwei 
Punkten M und T,; die durch die Mittellinie |Mu| be- 
stimmte Kurve ist also einzügig. 

Anschaulicher ergiebt sich die Bedingung dafür, dafs 
die Kurven im Büschel [MPP,] einzügig oder zweizügig 
sind, an der Figur 13, in welcher die beiden Kuren Ca? 
des Büschels dargestellt sind. 

Durch diese Kurven wird die Ebene in acht Gebiete ge- 
teilt, die mit e und z bezeichnet sind; die Gebiete z sind 
überdies schraffier. Der Punkt X in e, möge eine Kurve 
des Büschels beschreiben. Während er in e, die Kurve 
vom unendlich fernen Punkt bis P durchläuft, mulßs sein 
konjugierter Punkt X, von M bis P, gehen. Nun kann 
jede Kurve des Büschels keine andere Kurve außer in den 
Punkten M, P und P, schneiden. Durch jeden Punkt A 
geht nämlich nur eine einzige Kurve des Büschels; denn 
dem Kreise (MP)A entspricht der Strahl |PıA|, und durch 
die Lage dieses Strahles ist die Lage des Büschels [P}] 
eindeutig bestimmt. Also kann X, von M nach P, nur 
durch das Gebiet e; gelangen. Von e, gelangt X nach es; . 
denn die von X. beschriebene Kurve mufs in P beide 
Kurven C,3 schneiden. Aus demselben Grunde gelangt X, 
von e, nach e,. Während X die Kurve von P bis M 
durchläuft, geht X, von P, nach dem unendlich fernen Punkt 
der Kurve. Die Kurve durchzieht also die Gebiete e. 
e, hängt mit e; in P, e, mit e; in M, e; mit e, in P, und 
e&, mit e, im Unendlichen zusammen. Die von X be- 
schriebene Kurve ist einzügig: 

34. Jeder Punkt der Gebiete e bestimmt eine elliptische 

| Serpentine. 

.Eine andere Kurve beschreibt der Punkt Y, in zı. 
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Während er die Kurve vom unendlich fernen Punkt bis 
P, durchläuft, geht sein konjugierter Punkt Y in z; von M 
bis P. (Y kann sich nicht in e; oder e; befinden, da durch 
die Punkte der Gebiete e bereits Kurven bestimmt sind. 
Y kann sich auch nicht in z, befinden; denn wenn Yı, in 
die Nähe von H hommt, mufs auch Y in der Nähe von 
H sein, da in H zwei konjugierte Punkte der durch H 
gehenden Kurve O,? vereinigt sind.) Von z; kommt Y, über 
P, nach z,, und Y von zz; über P nach z.. Yıkann nicht 
nach M gelangen, da die Gebiete z, und z; durch keinen 
der Grundpunkte mit z; und z, zusammenhängen; dagegen 
hängen zı und zzim Unendlichen zusammen. Während Yı 
in Zzs von P, nach dem unendlich fernen Punkte der Kurve 
geht, beschreibt Y in z, die Kurve von P bis M. Die 
Kurve besteht also aus zwei Teilen: 

35. Jeder Punkt der Gebiete z bestimmt eine elliptische 

Serpentine mit einem elliptischen Oval. 


14. 


Der Satz 26 zeigt, dafs jede Kurve C„° erzeugt werden 
kann durch einen Kreisbüschel und ein Tangentensystem. 
Der Satz 17 ergiebt, dafs jede Kurve C„? als Erzeugnis 
eines Kreisbüschels und eines Durchmesserbüschels auf- 
gefalst werden kann. Die erste Erzeugungsart liefert nach 
dem Anfange des vorigen Artikels die einzügige, die zweite 
die zweizügige Kurve. Bei der dort angestellten Betrach- 
tung war stillschweigend vorausgesetzt, dals der erzeugende 
Kreisbüschel zwei reelle Grundpunkte hat. Es bleibt nun noch 
der Fall zu betrachten, dals die Grundpunkte nicht reell sind. 

In Figur 14 ist eine zweizügige Kurve O„? erzeugt 
durch den Kreisbüschel (PP,) und den Durchmesserbüschel 
[M]. Zieht man die zu den Kreisen des Kreisbüschels 
orthogonalen Kreise, so ist durch jeden Punkt X der Kurve 
einer dieser Kreise bestimmt. Da die beiden durch X 
gehenden Kreise einander rechtwinklig schneiden, so ist der 
Durchmesserstrahl |MX| des Kreises (PP,)X Tangente des 
durch X gehenden Kreises des zu (PP,) orthogonalen Kreis- 
büschels. 
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In derselben Figur ist eine einzügige Kurve dargestellt, 
welche die Berührungspunkte der aus M an die Kreise des 
Büschels (PP,) gelegten Tangenten enthält. Da sich im 
Punkte Y der Kurve zwei Kreise rechtwinklig schneiden, 
so ist die Tangente MY! des Kreises (PP,)Y Durchmesser- 
strahl des durch Y gehenden Kreises des zu (PP,) ortho- 
gonalen Kreisbüschels. 

Zusammenfassend kann man daher folgende Sätze auf- 
stellen: 

36. Jede Kurve C„° kann dargestellt werden durch 
einen Kreisbüschel mit reellen oder imaginären Grund- 
punkten und einen Strahlenbüschel, dessen Strahlen 
den Kreisen entsprechen, durch deren Mittelpunkte 
sie gehen. Sind die Grundpunkte reell (imaginär), 
so ist die Kurve zweizügig (einzügig). 

37. Jede Kurve C„° kann aufgefafst werden als Ort 
der Berührungspunkte der von einem Punkte an 
die Kreise eines Kreisbüschels mit reellen oder 
imaginären Grundpunkten gehenden Tangenten. Sind 
die Grundpunkte reell (imaginär), so ist die Kurve 
einzügig (zweizügie). | 

38. Ist eine Kurve C„? erzeugt durch einen Kreis- 
büschel mit reellen (imaginären) Grundpunkten und 
einen Strahlenbüschel [M], dessen Strahlen Durch- 
messer der Kreise sind, so kann dieselbe Kurve 
erzeugt werden als Ort der Berührungspunkte der 
aus M an die Kreise des orthogonalen Kreisbüschels 
gelegten Tangenten. 

Diese Betrachtungen führen auf die Konstruktion der 
Kurve C„’ durch zwei projektivische Kreisbüschel (Figur 14). 

Die Punkte Y und Z der einzügigen Kurve liegen auf 
dem Kreise (PP,)Y. Der Mittelpunkt dieses Kreises, die 
Punkte Z, Y und der Hauptpunkt M liegen auf einem 
Kreise; denn |IMY| und |MZ| sind Tangenten an den Kreis 
(PP,)Y. Der Strahl IMT,| ist der Mittellinie parallel, also 
senkrecht auf der Zentrale von (PP). Deshalb geht der 
Kreis auch durch den Punkt C, in welchem |MT,| die 
Zentrale schneidet. Fafst man Z und Y als veränderliche 
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Punkte auf, die beide immer demselben Kreise von (PPı) 
angehören, so geht immer derselbe Kreis YZM durch © 
und den Mittelpunkt des Kreises (PP,)Y. Diese durch C 
und M gehenden Kreise bilden einen Kreisbüschel (MC); 
die Zentrale desselben ist der Zentrale des Kreisbüschels 
(PP,) parallel. Also folgt: 

39. Haben zwei Kreisbüschel (PP,) und (MC) mit 
reellen Grundpunkten und parallelen Zentralen eine 
solche Lage, dals der eine Grundpunkt, C, des einen 
Büschels, (MC), auf der Zentrale des andern Büschels 
liegt, und sieht man die Kreise als entsprechende 
an, deren Mittelpunkt auf einem Strahle durch den 
anderen Grundpunkt, M, des Büschels (MC) liegen, 
so erzeugen beide Kreisbüschel eine einzügige Kurve 
C„°, deren Hauptpunkt M, deren Mittellinie |PP, 
ist. 

Ebenso: 

40. Haben ein Kreisbüschel [PP] mit imaginären Grund- 
punkten, dessen Nullkreise P und Pı sind, und ein 
Kreisbüschel (MB) mit reellen Grundpunkten eine 
solche Lage, dafs ihre Zentralen parallel sind, und 
dafs der eine Grundpunkt, B, von (MB) auf der 
Zentralen von [PP] liegt, und sieht man diejenigen 
Kreise als entsprechende an, deren Mittelpunkte auf 
einem durch M gehenden Strahle liegen, so er- 
zeugen beide Büschel eine zweizügige Kurve Cn°, 
deren Hauptpunkt M, deren Mittellinie die Mittel- 
senkrechte von PP} ist. 


15. 


In Figur 11 schneidet der Strahl |PP,| die Kurve in 
A,, dem zum Asymptotenpunkte konjugierten Punkte. Also 
sind |PA| und |P,ıA| Tangenten an die Kurve C„? aus A. 

Es ergiebt sich daher mit Hilfe des Artikels 12: 

41. Aus dem Asymptotenpunkte einer Kurve U„? lassen 
sich aulser der Asymptote höchstens drei Tangen- 
ten ziehen. Die Berührungspunkte liegen auf dem 
Kreise, dessen Durchmesser die Entfernung zwi- 
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schen dem Hauptpunkte und dem Asymptotenpunkte 
ist }). 

Auch Figur 15 giebt eine Kurve C„°, die der Ort der 
Schnittpunkte des Kreisbüschels (PP ,) mit dem Durchmesser- 
büschel [M] ist. A ist wieder der Asymptotenpunkt. « sei 
der Mittelpunkt des durch A, M, P und P, gehenden 
Kreises, # und y seine Schnittpunkte mit der Mittellinie. 
«& liegt auf der Mittellinie der Kurve, da diese die Zentrale 
von (PPı) ist. Also ist |«ß| parallel mit |MA |; deshalb ist 


vos M — AM, 

Da aber Za$M = /cMPß 
und. za MA — ZAN» 
soist ZAMB= ZA,MPB. 


Der Winkel zwischen |MA| und MA, wird also durch 
|Mß| halbiert. Folglich ist |Mß| ein Doppelstrahl des gleich- 
seitig hyperbolischen Strahlensystemes in M. Der andere 
Doppelstrahl ist |My|; denn |My| ist senkrecht auf |MBl. 
Man kann darum sagen: 

42. Der Kreis, dessen Durchmesser die Strecke zwi- 
schen dem Hauptpunkte und dem Asymptotenpunkte 
einer Kurve C„? ist, schneidet die Mittellinie in 
zwei Punkten, durch welche die Doppelstrahlen des 
Strahlensystemes gehen, dessen Mittelpunkt der Haupt- 
punkt der Kurve ist. 


Die Doppelstrahlen des Strahlensystemes [M] schneiden 
die Kurve in konjugierten Punkten, F, F, und G, G,. In 
jedem dieser vier Punkte sind zwei Punkte vereinigt zu 
denken, z. B. in F die Punkte X, Yı und in F, die Punkte 
X,, Y, und zwar so, dafs |MX| die Kurve in Yı und also 
IMY| die Kurve in X, schneidet. Die Strahlen |XY,| und 
IX, Y| haben dann die Richtung der Mittellinie, und da sie 
Tangenten der Kurve sind, so folgt: 

43. Die Punkte, in welchen die Doppelstrahlen des dem 
Hauptpunkte der Kurve C„° gehörigen Strahlen- 


1) Vgl. Art. 5, hinter Satz 11. 
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systemes der Kurve begegnen, sind die Berührungs- 
punkte der aus dem unendlich fernen Punkt der 
Kurve an diese gelegten Tangenten. 

Dieses Resultat ergiebt sich übrigens auch, wenn man 
bedenkt, dafs die Kurve erzeugt werden kann durch zwei 
in halbperspektivischer Lage befindlichen Strahlensysteme, 
deren Mittelpunkte der Hauptpunkt und der unendlich ferne 
Punkt der Kurve sind. 

Die Kurvenpunkte auf dem einen Doppelstrahl des Sy- 
stemes [M] liegen von allen Punkten der Kurve der Mittel- 
linie am nächsten — bei der einzügigen Kurve sind sie 
imaginär —, die Punkte auf dem anderen Doppelstrahl sind 
von allen Punkten der Kurve von der Mittellinie am wei- 
testen entfernt. 

Die Schnittpunkte X von |GP| mit |G,Pı) und X, von 
IGPı| mit |G,P| sind konjugierte Punkte der Kurve. Nun 
ist |G,P| senkrecht auf |GP|; denn der Mittelpunkt des 
Kreises (PP,)G liegt auf |GG,| und ist der Mittelpunkt 
von GG. Also ist der Winkel XPX, ein rechter, und das- 
selbe gilt vom Winkel XP,X,. Daher liegen X und X, 
auf demselben Kreise des Büschels (PP,), und |XX,| geht 
durch M. D. h. die Punkte X und X, sind mit den Punk- 
ten F und F, identisch; |F,G| geht folglich durch P,, 
IFıGı| durch P, und |F,G| ist senkrecht auf |FG,, |FıGı) 
senkrecht auf |FG|. Daraus ergiebt sich: 

44. Je drei der Berührungspunkte der vier aus dem 
unendlich fernen Punkt einer (zweizügigen) Kurve 
C„? an diese gelegten Tangenten sind die Ecken 
eines Dreiecks, für welches der Berührungspunkt 
der vierten Tangente der Höhendurchschnittspunkt ist. 

Die Fufspunkte der Höhen sind der Hauptpunkt 
M und die Grundpunkte desjenigen Kreisbüschels, 
für welchen der Strahlenbüschel [M] Durchmesser- 
büschel ist. 

Der Kreis, dessen Durchmesser die Strecke zwi- 
schen dem Hauptpunkte und dem Asymptotenpunkte!) 


1) Vgl. Satz 42. 


ist, ist für diese Dreiecke der Feuerbachsche 
Kreis. 


16. 


In den Figuren 16, 17 und 18 sei U der Mitpunkt von 
T einer Kurve C?. Zieht man durch U einen Strahl, wel- 
cher der Kurve in X und Y begegnet, so ist nach Art. 11 
der Ort der Berührungspunkte der Tangenten von T an die 
Kreise des Kreisbüschels (XY) eine Kurve 0C„°, welche 
durch die Berührungspunkte B, B,, C und C, der Tangen- 
ten aus T an CO? und durch T selber hindurchgeht. Dreht 
man den Strahl UXY| um U, so beschreiben X und Y die 
Kurve C3, und man erhält für jede Lage eine andere Kurve 
On? Die Gesamtheit dieser Kurven ist ein Büschel von 
Kurven O„° mit den Grundpunkten T, B, B,, C, C,.. Die 
Kurve C?3 soll Grundkurve des Büschels heilsen. 

Der Strahl U X'Y| ist jedesmal die Mittellinie der Kurve 
Cn?, welche aufßser durch die fünf Grundpunkte durch X 
und Y geht. Schneidet die Mittellinie die Grundkurve in 
zwei reellen Punkten, so ist die Kurve O3 einzügig !). Sind 
die Punkte X und Y imaginär, d. h. trifft die Mittellinie 
die Grundkurve nicht, so ist die Kurve 0° zweizügig. 
Den Übergang zwischen beiden Gestalten vermittelt der Fall, 
dafs die Punkte X und Y zusammenfallen, dafs also UXY]| 
die Grundkurve in X = Y berührt. Dieser Fall kann 
höchstens viermal eintreten, da sich von einem Punkte einer 
C® höchstens vier Tangenten an die Kurve ziehen lassen. 
In diesem Falle, den Figur 16 erläutert, liegt also T auf 
dem unpaaren Zuge einer zweizügigen O3. Die Doppelpunkte 
der vier Kurven O,? bilden zwei Paare von konjugierten 
Punkten der Grundkurve. Daraus, und weil zu T und U 
dieselbe Parabel bezüglich der Grundkurve gehört ?), ergiebt 
sich nebenbei: 

45. Haben vier Punkte B, B,, C, C, einer Kurve CO? 
denselben Tangentialpunkt T, so liegen die vier 


1). Vel..9atz 87. 
2): Vgl. Satz 5. 
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Doppelpunkte P, Pı, @, Qı der in dem Büschel 
von Kurven C„3 mit den Grundpunkten B, B,, C, 
C,, T enthaltenen Kurven C,° auf der Grundkurve 
C® des Büschels. Die vier Doppelpunkte haben 
einen gemeinschaftlichen Tangentialpunkt auf der 
Grundkurve. Die Normalen der Grundkurve in den 
acht Punkten B, B,, C, C,, P, P,, Q, Qı hüllen 
eine Parabel ein, deren Brennpunkt der Hauptpunkt 
der Grundkurve ist. 

Durch die vier Kurven C,°? (Figur 16a) wird die Ebene 
in 24 Bereiche geteilt. Die Punkte von 12 Bereichen be- 
stimmen einzügige, die Punkte der anderen 12 Bereiche zwei- 
zügige Kurven. Jede Kurve geht durch 6 Bereiche, der 
Büschel enthält also zwei Gruppen einzügiger und zwei 
Gruppen zweizügiger Kurven „3. 

Ist die Grundkurve einzügig (Figur 17), so werden zwei 
Doppelpunkte imaginär, der Büschel von Kurven C„° hat 
also drei reelle und zwei imaginäre Grundpunkte und ent- 
hält eine Gruppe von einzügigen und eine Gruppe von zwei- 
zügigen Kurven. 

Liegt der gemeinschaftliche Hauptpunkt der Kurven auf 
dem Oval einer zweizügigen Grundkurve (Figur 18), so wer- 
den alle vier Doppelpunkte imaginär, der Büschel hat also 
einen reellen und vier imaginäre Grundpunkte und enthält 
nur einzügige Kurven. 


Da für sämtliche Kurven des Büschels T der Haupt- 
punkt ist und ihre Mittellinien UXY| durch einen Punkt 
U gehen, so gehen ihre Asymptoten durch einen Punkt L 
(Figur 9), und zwar ist auf |UT| 


TU, UP: 

Die Kurven schneiden die unendlich ferne Gerade in 
einer zum Kurvenbüschel projektivischen Punktreihe; also 
ist der Asymptotenbüschel [L] zum Kurvenbüschel projek- 
tivisch. Die Asymptoten tragen die Asymptotenpunkte, und 


durch diese gehen die Tangenten der Kurven in T. Da aber 
der Tangentenbüschel [T] zum Kurvenbüschel projektivisch 
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ist, so sind der Asymptotenbüschel [L] und der Tangenten- 
büschel [T] projektivische Strahlenbüschel und erzeugen des- 
halb einen Kegelschnitt K?, der durch T und L hindurch- 
geht und die Asymptotenpunkte sämtlicher Kurven C„? des 
Büschels enthält. 

Alle Kurven gehen durch die Punkte B, B,, C und C,; 
diese Punkte müssen deshalb auch für vier Kurven des 
Büschels Asymptotenpunkte sein. Diese vier Punkte müssen 
also ebenfalls auf K? liegen. 

Das ergiebt sich auch aus folgender Betrachtung. Der 
durch B gehende Kreis mit dem Mittelpunkte T schneide 
die Kurven des Büschels in den Punkten Z,, Z3.. Zi... 
Die Asymptotenpunkte der Kurven seien entsprechend A,, 
Ay... A:... Der Strahl |BZ;| geht durch A;; denn der 
Verbindungsstrahl zweier Punkte einer Kurve O„°, die vom 
Hauptpunkte gleichen Abstand haben, geht nach Satz (9.) 
durch den Asymptotenpunkt. Also ist T, Gegenpunkt des 
Kreisbüschels (BZ;}). Schnitte der Kreis von (BZ;), dessen 
Mittelpunkt T ist, die Kurve in zwei anderen Punkten U 
und V, so mülsten diese mit T, in einer Geraden liegen. 
Da aber U und V von T gleichen Abstand haben, so mülste 
auch |UV| durch A; gehen; d. h. auf |UV| lägen A; und 
T,, oder |UV| begegnete der Kurve in vier Punkten. Das 
ist unmöglich. Also gilt der Satz: 

46. Jeder Kreis um den Hauptpunkt einer Kurve C„° 
als Mittelpunkt schneidet die Kurve nur in zwei 
Punkten. 

Die Strecken Z,T und BT sind gleich für jeden Punkt 
Z, und für jeden Punkt Z geht |BZ;| durch A,. Nun ist 
die Punktreihe zweiter Ordnung Z,Z,... zum Büschel der 
Kurven C„3 projektivisch, also auch zum Tangentenbüschel 
[T. Folglich ist auch der Büschel BA,Az..A;..| zum 
Büschel [T] projektivisch, und beide erzeugen einen Kegel- 
schnitt, der durch B geht. Ebenso ist zu zeigen, dals er 
die Grundkurve in B,, C und C, schneidet. 


Das gewonnene Resultat läfst sich folgendermalsen aus- 
drücken: 
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47. Die Asymptotenpunkte der Kurven eines Büschels 
von Kurven C,„? mit fünf Grundpunkten, deren 
einer der Hauptpunkt sämtlicher Kurven ist, er- 
füllen einen durch die fünf Grundpunkte gehenden 
Kegelschnitt. 

Dieser Kegelschnitt ist aus der Theorie der ebenen Kur- 
ven dritter Ordnung bekannt. Er ist erwähnt im ersten Ab- 
satz des Art. 11. Mit Hilfe des dort ausgesprochenen Satzes 
ergiebt sich für den Büschel von Kurven („° mit fünf 
Grundpunkten: 

48. Der auf einem Strahle durch den Hauptpunkt der 
Kurven liegende Asymptotenpunkt und der Haupt- 
punkt selber bilden ein Paar, die beiden Schnitt- 
punkte des Strahles mit der Grundkurve des Büschels 
das andere Paar von vier harmonischen Punkten. 
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Lebenslauf. 


Ich wurde am 25. März 1863 in Bremen geboren. Meine 
Schulbildung genofs ich daselbst auf der Realschule beim 
Doventhore und von Sekunda ab auf der Handelsschule 
(R. I. OÖ); von dieser wurde ich Michaelis 1881 mit 
dem Zeugnis der Reife entlassen. Ich bezog die Univer- 
sität Leipzig, um Mathematik zu studieren; Ostern 1883 
begab ich mich nach Göttingen und bestand hier im Sommer- 
halbjahr 1886 das Examen pro facultate docendi. 

Von Michaelis 1887 bis dahin 1895 war ich an der 
Oberrealschule in Oldenburg zunächst als Hilfslehrer, dann 
als Oberlehrer, seit Michaelis 1895 bin ich als ordentlicher 
Lehrer der Hauptschule am Gymnasium meiner Heimatstadt 
thätig. 


Friedr. Fricke, 
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